
4 Elektromagnetické vlny v hmotném prostøedí

V pøedchozí èásti jsme popsali ¹íøení elektromagnetické vlny vakuem. Taková vlna
není nièím ovlivòovaná. Není zpomalovaná ani tlumená a ¹íøíve v¹ech smìrech
stejnou rychlostí c. Jakmile se dostane do hmotného prostøedí, její ¹íøení se zmìní.

4.1 Index lomu

Prochází-li elektromagnetická vlna hmotným prostøedím, atomy a molekuly pro-
støedí brání vlnì v hladkém prùchodu. Míru, jakou se fázová rychlost vlny zmen¹í
oproti c, urèuje velièina, kterou nazývámeindex lomu . Index lomu n je pro dané
prostøedí de�nován

n =
c
vf

; (23)

kde c je rychlost vlny ve vakuu a vf je velikost fázové rychlosti v prostøedí. Èím
vìt¹í je index lomu, tím men¹í je rychlost vlny v prostøedí. Prostøedí s velkým
indexem lomu více brání prùchodu vln. Øíkáme, ¾e je opticky2 husté. Index lomu je
bezrozmìrná velièina (je to pomìr dvou rychlostí).

Vzduch za normálních podmínek (pøi daném tlaku, teplotì a vlhkosti) má in-
dex lomu velmi blízký jedniècen = 1,000 272. Elektromagnetické vlny procházející
vzduchem jsou témìø stejnì rychlé jako ve vakuu. Rychlost elektromagnetických vln
ve vodì je 225 000 000 m�s� 1 (n = 1; 33) a ve skle 200 000 000 m�s� 1 (n = 1; 53) .

Poznámka:Dále si uká¾eme, ¾e v plazmatu mù¾e být index lomu men¹í ne¾ jedna,
fázová rychlost vln je pak pøekvapivì vìt¹í ne¾c (stále ve shodì s pøedpoklady teorie
relativity).

obr. 18: Odraz a lom

Dopadá-li paprsek svìtla ¹ikmo na vodní hladinu, rozdìlí
se na dva slab¹í paprsky, obr. 18. Jeden se od hladiny odrazí
pod stejným úhlem pod jakým pùvodní paprsek na hladinu
dopadl. Druhý se na hladinì zlomí a prochází do vody. Èím
vìt¹í je index lomu prostøedí, do kterého se paprsek láme, tím
více se paprsek odklání od svého pùvodního smìru (na obrázku
èárkovanì). Z tohoto dùvodu se velièinan nazývá index lomu.

4.2 Vlnová délka a frekvence vlny

Vstoupí-li elektromagnetická vlna do libovolného hmotného prostøedí, její frekvence
se nezmìní. Spolu s frekvencí se zachová periodaT, která je s frekvencíf spojena

2Pøesto¾e zabraòuje prùchodu v¹em elektromagnetickým vlnám (nejen optickým, ale i radiových
i rentgenových), pou¾ívá se termín opticky husté.
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rovnicí (1) T = 1
f . Úhlová frekvence! , daná vztahem (7)! = 2�f , zùstává také

beze zmìn.
S poklesem fázové rychlosti vlny pøi vstupu do hmotného prostøedí se zmen¹uje

vlnová délka. Vytváøí-li se jednotlivé vlnky ve stejném tempu a vlna se nedostane

obr. 19: Zmìna � v prostøedí

tak daleko, vlnky musí být krat¹í.
Tyto úvahy zapí¹eme rovnicemi. Na obrázku 19 vi-

díme, jak elektromagnetická vlna s frekvencíf pøechází
z vakua, do þhvìzdièkového" prostøedí. Ve vakuu dle
rovnice (22) platí f = c

� , v prostøedí pakf =
v?

f

� ? . Jeli-
ko¾ se frekvence zachovává, vztahy mù¾eme dát do rov-
nosti a získáme rovnici pro vlnovou délku v hmotném
prostøedí

c
�

=
v?

f

� ?
) � ? = �

v?
f

c
: (24)

Kolikrát pomaleji se vlna prostøedím ¹íøí, tolikrát má oproti vakuu krat¹í vlnovou
délku. Pomocí de�nice indexu lomun? = c

v?
f

získáme pøehlednìj¹í tvar

� ? = �
c

n?

c
) � ? = �

1
n?

) � ? =
�
n?

; (25)

kde þohvìzdièkované" promìnné pøíslu¹í hmotnému prostøedí a � znaèí vlnovou
délku vlny ve vakuu. Hmotné prostøedí na obrázku 19 má index lomu roven 2, veli-
kost fázové rychlosti klesla na polovinu, na polovinu se také zkrátila vlnová délka.

Zabýváme-li se vlnami v hmotných prostøedích, bývá zvykem namísto vlnové
délky � vlnu charakterizovat její frekvencí f nebo úhlovou frekvencí! , ! = 2 �f ,
které jsou pro konkrétní vlnu ve v¹ech prostøedích stále stejné.

4.3 Disperze

Rychlost elektromagnetické vlny procházející prostøedímèasto zále¾í nejen na daném
prostøedí, ale také na vlnì samotné { konkrétnì na její frekvenci. Nejkrásnìj¹ím
dùkazem tohoto tvrzení je duha. Svìtlo ze Slunce je slo¾eno zelektromagnetických
vln o rùzných frekvencích, kterým odpovídají jednotlivé barvy. ©íøí-li se v¹echny
dohromady, vnímáme je jako bílé svìtlo. Dopadne-li svìtlo na vodní kapku, ka¾dá
frekvence se na povrchu kapky trochu jinak odrazí a zlomí. Výsledkem je rozlo¾ení
bílého svìtla na jeho jednotlivé barevné slo¾ky. Na jednom kraji duhy je èervená
barva s nejmen¹í frekvencí. Èervená pøechází v oran¾ovou, dále ve ¾lutou, zelenou,
modrou a na druhém kraji duhy je s nejvìt¹í frekvencí �alová barva. (Takové poøadí
barev odpovídá jejich vzestupnému øazení podle frekvence,sestupnému podle vlnové
délky.)
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obr. 20: Normální disperze

Závislost indexu lomu na frekvenci vlny nazýváme
disperzí . Ve vìt¹inì pøípadù platí, ¾e s rostoucí frek-
vencí roste index lomu prostøedí a tedy klesá fázová rych-
lost vlny, tzv. normální disperze . Pøi normální disperzi
hmotné prostøedí více ovlivòuje vlny o vy¹¹ích frekven-
cích. Na obrázku 20 vidíme3, ¾e po prùchodu svìtla skle-
nìným hranolem se od pùvodního smìru nejvíce odchýlil
paprsek modré barvy, naopak cesta èerveného se od pù-
vodní zmìnila nejménì. Modrá barva s vy¹¹í frekvencí
byla sklem více ovlivnìna ne¾ èervená.

Poznámka:V plazmatu se setkáme také sanomální disperzí , kdy vlny o vy¹¹ích
frekvencích procházejí prostøedím snadnìji (rychleji) ne¾ vlny s ni¾¹ími frekvencemi.

Dosadíme-li do rovnice (23)n = c
vf

za fázovou rychlostvf vztah (13) vf = !
k , do-

staneme závislost indexu lomun na úhlové frekvenci! , kterou nazývámedisperzní
relace

n =
c
!
k

) n =
ck
!

; (26)

kde k je vlnové èíslo. Disperzní relací je také napøíklad závislost úhlové frekvence
na vlnovém èísle! = ck

n (nebo jiný tvar rovnice (26)).

4.4 Izotropní a anizotropní prostøedí

Pøedstavte si, ¾e stojíte na paøezu v lese s pí¹»alkou v ruce.Osm va¹ich kamarádù
z atletického krou¾ku stojí kolem vás. Písknete a v¹ichni kamarádi se rozuteèou

obr. 21: Kamarádi v lese

po zalesnìné rovinì ka¾dý na jinou stranu. Situaci vidíme
shora na obrázku 21, kamarádi jsou èerné teèky, vy jste
èervená a hvìzdièky pøedstavují jehliènany.

Po deseti sekundách písknete podruhé a v¹ichni se
zastaví. Les je v¹ude stejnì hustý, stromy jsou v lese
rozmístìny náhodnì, a tak ka¾dý z osmi kamarádù se
musel cestou vyhnout pøibli¾nì stejnému poètu stromù
{ v¹ichni byli prostøedím stejnì br¾dìni. Jestli¾e v¹ichni
kamarádi bìhají stejnì rychle, pak vytvoøí kru¾nici, v je-
jím¾ støedu jste vy a paøez.

Les je dvourozmìrné prostøedí izotropní vùèi bìhání,
a» bì¾íte jakýmkoli smìrem, za daný èas ubìhnete po-
ka¾dé stejnou vzdálenost. (Dvourozmìrné proto, ¾e bìháte pouze po zemi { v jedné
rovinì.)

3Obr. 20 je pøevzatý z [1]
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Anizotropním pøíkladem k izotropnímu lesu je trochu odrostlá smrková ¹kolka,
kde jsou stromky vysázeny hustì v øadách. Kamarády jste pøesvìdèili, aby se pokusu
zúèastnili je¹tì jednou { tentokrát ve ¹kolce. Stojíte v jedné z ulièek. Písknete poprvé
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obr. 22: Kamarádi v lesní ¹kolce; diagram velikosti fá-
zové rychlosti v závislosti na smìru

a kamarádi se rozuteèou, po chvilce
písknete podruhé a v¹ichni se za-
staví (obr. 22a).

Nejlépe se pobì¾í Silvii, která
bì¾í na sever, a také Julii bì¾ící na
jih. Cestou se nemusí vyhýbat ¾ád-
ným smrèkùm, a tak se od vás do-
stanou nejdál. Slávek Veselý, Jarda
Vomáèka, Jindra Zindulka a Standa
Zelenda, kteøí bì¾í v poøadí na se-
verovýchod, jihovýchod, jihozápad a
severozápad, se musí prodírat nì-
kolika øadami stromkù. Okolní pro-
støedí je brzdí { neubìhnou tak velkou vzdálenost jako Silvie s Julií. Nejobtí¾nìji se
pobì¾í Vendule na východ a Zdeòkovi na západ. Cestou musí pøekonat nejvíce øad
smrèkù. Z pohledu shora kamarádi vytvoøí køivku podobnou elipse. ©kolka je dvou-
rozmìrné anizotropní prostøedí vùèi bìhání - va¹e rychlostzále¾í na smìru, kterým
se vydáte.

Opticky izotropní prostøedí je takové, ve kterém se elektromagnetická vlna
o dané vlnové délce ¹íøí v¹emi smìry stejnì rychle (¹íøení jeve v¹ech smìrech stejnì
ovlivòováno). Izotropní prostøedí má tedy pro ka¾dou elektromagnetickou vlnu je-
dinu hodnotu indexu lomu. Vlnoplochy jsou kulové plochy se støedem ve zdroji
vlnìní.

V opticky anizotropním prostøedí rychlost vlny závisí na smìru ¹íøení, a tak
ka¾dému smìru odpovídá nìjaká hodnota indexu lomu.

Závislost velikosti fázové rychlosti na smìru ¹íøení elektromagnetické vlny v da-
ném dvourozmìrném anizotropním prostøedí mù¾eme zobrazitgrafem na obrázku
22b. Smìr ¹íøení je charakterizován orientovaným úhlem, o který se smìr fázové
rychlosti vlny odchyluje od pøedem zvolené poloosyz.

©íøí-li se vlna pod úhlem� , vzdálenost boduA na elipse od støedu elipsyO od-
povídá velikosti fázové rychlosti pro daný smìr. Z obrázku 22b vidíme, ¾e nejrychleji
se vlna ¹íøí pøímo nahoru (� = 0) a pøímo dolù (� = 180� ). Tìmto dvìma smìrùm
pøipadá tudí¾ nejmen¹í hodnota indexu lomun. Nejpomaleji se budou ¹íøit elektro-
magnetické vlny kolmo na poloosuz, úhly 90� a 270� . Zde jsou maximální hodnoty
indexu lomu.
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4.5 Válcovì symetrické prostøedí

Sedíte v neznámé místnosti na toèící ¾idli s baterkou v ruce.Svítíte ¹ikmo, tøeba
pod úhlem 20� od svislého smìru (na obrázku 23a modrý pøípad). Vlnám, které
vysíláte patøí jistá hodnota fázové rychlosti. Kdy¾ se na ¾idli pootoèíte, budete svítit
jinam, stále v¹ak pod stejným úhlem vzhledem k svislému smìru. Velikost fázové
rychlosti vln se oproti pøedchozímu pøípadu nezmìní. Na míøe pootoèení nazále¾í, a
tak v¹echny stejnì dlouhé fázové rychlosti vytvoøí modrý ku¾el, obr. 23b.

b) c)a)

~vf
20�

~vf

obr. 23: Válcovì symetrické prostøedí

Nyní baterku skloníte, zmìníte úhel
tøeba na 30� (èervený pøípad). Svìte-
ným vlnám teï bude pøipadat jiná ve-
likost fázové rychlosti. Otoèení na ¾idli
opìt nebude hrát roli. Hmotné pro-
støedí, které se v místnosti nachází, je
válcovì symetrické se svislou osou
symetrie. Velikost fázové rychlosti vlny
závisí pouze na úhlu, o který se odchy-
lujete od svislé osy, toèení na ¾idli vliv
nemá. Na obrázku 23b jsou je¹tì za-
kresleny èerné smìry kolmé na osu sy-
metrie a zelené smìry odpovídající úhlu
135� .

Válcovì symetrická je napøíklad hru¹ka, kterou kdy¾ roztoèíte kolem osy prochá-
zející stopkou a bubákem (obr. 23c), tak vypadá stále stejnì.

Omezíme-li se ve válcovì symetrickém prostøedí na rovinu kolmou na osu sy-
metrie, graf popisující velikosti rychlostí vytvoøí kru¾nici { èerná kru¾nice pro ¹edé
smìry. V¾dy kdy¾ vodorovnì rozøíznete hru¹ku skrz jádøinec, øezem bude kru¾nice.

Zvolíme-li si ve válcovì symetrickém prostøedí jakoukoli rovinu obsahující osu
symetrie, její graf bude poka¾dé stejný. A» hru¹ku rozøízneme kteroukoli rovinou
obsahující stopku a bubák, získáme v¾dy stejný tvar.

Pro popis v¹ech smìrù v trojrozmìrném anizotropním válcovìsymetrickém pro-
støedí nám staèí znát rozlo¾ení rychlostí v libovolné rovinì obsahující osu symetrie.
(Z libovolného øezu hru¹ky procházející stopkou a bubákem si v¾dy pøedstavíme celou
hru¹ku.)

Anizotropní prostøedí, které budeme dále uva¾ovat, budou válcovì symetrická.

4.6 Grupová rychlost

V noci svítíte baterkou do okna protìj¹ího domu, které patøíva¹emu kamarádovi
ze základní ¹koly. Kdy¾ budete jen svítit, nic tím nesdìlíte(snad jen to, ¾e vám
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v pokoji nìco svítí). Chcete-li poslat nìjakou zprávu, musíte blikat; tøeba morseovku.
Dlouhá, stále stejná vlna z obrázku 24a v sobì nenese ¾ádnou informaci. Pokud

chceme poslat nìjaká data, musíme vlnumodulovat { mìnit její amplitudu (a
v dùsledku toho i frekvenci). Informace je pak ukryta vobálce vlny. Na obrázku
24b jsou první dvì písmena ze slova AHOJ: A teèka, èárka, H ètyøi teèky. Obálka je
èervenì.

Kdybychom svítili ¾lutým svìtlem a signál morseovkové èárky by trval pùl sekundy,
ve¹lo by se do balíku 3�1014 vlnových délek. V obrázku 24b je v èárkovém balíku na-
kresleno jen osm vlnek { obrázek je pouze schematický. Èíslo3�1014 získáme snadno:
vzdálenost, kterou svìtlo urazí za pùl sekundy,s= c�t ) s=3 �108�0; 5 m=1; 5�108 m,
vydìlíme vlnovou délkou ¾lutého svìtlas

� = 1;5�108

500�10� 9 =3 � 1014.
Poznámka:V praxi se také pou¾ívá frekvenèní modulace, kdy amplituda zùstává

konstantní a mìní se pouze frekvence vlny. Zkratky u rádií odpovídají amplitudové
nebo frekvenèní modulaci { AM, FM.

a)

b)

obr. 24: Elektromagnetická vlna bez informace a vlna se vzkazem v morseovce

Rychlost ¹íøení informace (rychlost obálky) má obecnì jinou velikost ne¾ je ve-
likost fázové rychlosti vlny. Vztah pro þobálkovou" rychlost si odvodíme. Budeme
uva¾ovat nejjednodu¹¹í pøípad, kdy se dvì rùzné elektromagnetické vlny o úhlových
frekvencích ! 1 a ! 2 ¹íøí stejným smìrem v izotropním prostøedí. Vlny slo¾íme a
z prùbìhu elektrické intenzity E výsledné vlny budeme schopni urèit velikost rych-
losti obálky. Odvození prùbìhu E je sice zdlouhavé, ale není pøíli¹ obtí¾né. Budeme
upravovat výrazy a pou¾ijeme souètové vzorce pro sinus a kosinus, které jsou v ta-
bulkách.

Odvození elektrické intenzity slo¾ené vlny

Uva¾ujme dvì elektromagnetické vlny oznaèené písmenyZ a M , které mají rùzné
úhlové frekvence, rùzná vlnová èísla a shodné amplitudy. Obì se ¹íøí podél osyx
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a jejich elektrické slo¾kyEZ a EM kmitají do smìru osy z, na obrázku 25 zelenì
a modøe. Díky tomu mù¾eme elektrickou intenzitu vlny, kterávznikne slo¾ením
zelené a modré vlny, vyjádøit jako souèet elektrických intenzit vln pùvodních; E =
EZ + EM . Z výsledné èervenì oznaèené intenzityE urèíme velikost rychlosti, kterou
se ¹íøí informace ukrytá ve vlnì. Pro vìt¹í pøehlednost budeme nejdøíve upravovat
jednotlivé slo¾kyEZ a EM zvlá¹».

x

z

x

z

obr. 25: Slo¾ením modré a zelené vlny vznikne èervená

Elektrické intenzity vln Z a M zapí¹eme ve tvaru

EZ = EA sin (! Z t � kZ x); (27)

EM = EA sin (! M t � kM x); (28)

kde ! Z a ! M jsou úhlové frekvence,kZ a kM vlnová èísla,EA je amplituda (stejná
pro obì vlny) a t je èas.

Pøedpokládejme, ¾e na¹e vlny mají blízké úhlové frekvence li¹ící se jen o málo.
Potom je mù¾eme vyjádøit pomocí jejich prùmìrné úhlové frekvence ! a malého
þkousíèku" � ! , o který se ka¾dá od prùmìrné hodnoty li¹í:! Z = ! + � ! a ! M =
! � � ! . Podobnì zapí¹eme pomocí prùmìrné hodnotyk a kousíèku � k i jejich
vlnová èíslakZ a kM : kZ = k + � k a kM = k � � k. Rovnice (27) a (28) pøejdou
na tvary

EZ = EA sin [(! + � ! )t � (k + � k)x];

EM = EA sin [(! � � ! )t � (k � � k)x]:

Kulaté závorky roznásobíme a èleny pøeskupíme

EZ = EA sin [!t � kx + � !t � � kx];

EM = EA sin [!t � kx � � !t + � kx]:
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Pro lep¹í orientaci si vytvoøíme závorky nové

EZ = EA sin [(!t � kx) + (� !t � � kx)];

EM = EA sin [(!t � kx) � (� !t � � kx)]:

První kulatou závorku v obou rovnicích si oznaèímea a druhou b, vztahy se zjed-
nodu¹¹í

EZ = EA sin [a + b];

EM = EA sin [a � b]:

Uva¾ujeme dvì vlny, jejich¾ elektrické intenzity kmitají ve smìru osyz. Elektrická
intenzita vlny, která vznikne slo¾ením vlnZ a M , je dána souètem jednotlivých
elektrických intenzit; E = EZ + EM . Obì rovnice seèteme, vytkneme spoleènou
amplitudu a máme tvar

E = EA f sin [a + b] + sin [a � b]g:

Nyní pou¾ijeme souètové vzorce4

sin [a + b] = sin acosb+ cosasinb;

sin [a � b] = sin acosb� cosasinb

a dostáváme

E = EA f sinacosb+ cosasinb+ sin acosb� cosasinbg:

Tøetí èlen pøièteme k prvnímu a ètvrtý odeèteme od druhého. Získáme tvar

E = EA f 2 sinacosbg = 2EA sinacosb;

který u¾ lépe neupravíme. Nezbývá ne¾ se vrátit k pùvodním fyzikálním velièinám
(a = !t � kx, b= � !t � � kx)

E = 2EA sin (!t � kx) cos (� !t � � kx): (29)

Rovnice (29) popisuje prùbìh elektrické slo¾ky vlny, kterávznikne slo¾ením dvou
elektromagnetických vln ¹íøících se podél osyx. Vlny mají shodné amplitudy EA ,
blízké úhlové frekvence! Z a ! M a blízká vlnová èíslakZ a kM . ! a k znaèí prùmìrné
hodnoty úhlových frekvencí ! Z a ! M a vlnových èíselkZ a kM ; � ! je hodnota,
o kterou se pùvodní úhlové frekvence li¹í od prùmìrné (�! = ! Z � ! = ! � ! M ),
podobnì pro � k (� k = kZ � k = k � kM ).

4Vzorce nalezneme v tabulkách a platí pro jakékoliv hodnotya a b.
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Rozbor slo¾ené vlny

Rovnice (29) popisuje elektrickou slo¾ku jisté elektromagnetické vlny. Ihned mù¾eme
øíci, ¾e její amplituda je rovna 2EA . Bude-li sinus i kosinus roven jedné (popø. mínus
jedné), pravá strana nabude maximální hodnoty 2EA . Bude-li sinus roven jedné a
kosinus mínus jedné nebo naopak, pravá strana bude rovna� 2EA . V jakémkoli jiném
pøípadì bude souèin goniometrických funkcí v intervalu (� 1; 1), a tedy hodnota
pravé strany padne v¾dy do intervaluh� 2EA ; 2EA i .

Èást sin (!t � kx) popisuje elektrickou slo¾ku elektromagnetické vlny ¹íøící se
po smìru osy x, její¾ úhlová frekvence je! a vlnové èíslo jek. Pomocí rovnice (13)
také urèíme velikost rychlosti, jakou se tato vlna ¹íøí prostorem !

k .
Dal¹í èást rovnice (29) cos (�!t � � kx) také popisuje elektrickou slo¾ku nìjaké

elektromagnetické vlny ¹íøící se po smìru osyx. Tato vlna má úhlovou frekvenci � !
a vlnové èíslo �k. Velikost rychlosti jejího ¹íøení je tedy� !

� k .

a)

b)

obr. 26: Pøenásobením tyrkysové vlny rù¾ovou vznikne èervená (toto¾ná s èervenou z obr. 25b)

Na 26a jsou zakresleny obì vlny. Tyrkysová køivka popisuje první èást sin (!t � kx)
a rù¾ová druhou cos (�!t � � kx). Pøipomeòme, ¾e �k � k, proto má rù¾ová
vlna mnohem vìt¹í vlnovou délku ne¾ tyrkysová (prok platí vztah (14) � = 2�

k ).
Pøenásobíme-li tyrkysovou køivku rù¾ovou, vznikne èervená køivka5 znázornìná na
26b. Jde o výslednou vlnu, která vznikla slo¾ením vln modré azelené z obrázku 25
a která se ¹íøí prostorem.

Elektromagnetické vlnì popsané rovnicí (29) pøíslu¹í tudí¾ dvì rychlosti. Rychlost
tyrkysové nosné vlny

vf =
!
k

; (30)

5Tyrkysová vlna je omezovaná rù¾ovou { je-li þrù¾ový" kosinus v rovnici (29) roven nule, je celá
pravá strana rovna nule, a» je þtyrkysový" sinus jakýkoliv.
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která odpovídá velikosti fázové rychlosti vlny { rychlosti ¹íøení fáze prostorem. A
rychlost rù¾ové obálky

vg =
� !
� k

; (31)

která odpovídá velikosti rychlosti ¹íøení informace nesené vlnou. Rychlost vg nazý-
váme grupovou rychlostí , jednotkou je m�s� 1.

Na závìr se vratíme se k baterce a blikání. Kdy¾ vá¹ kamarád þète" vzkaz,
pamatuje si, jak dlouho baterka svítí èi nesvítí { vnímá tvar¾luté èárkované obálkové
vlny z obrázku 26b.

4.7 Velikost fázové a grupové rychlosti

Mo¾ná vám pøipadá, ¾e vztah pro velikost grupové rychlostivg = � !
� k je stejný jako

vztah pro velikost fázové rychlostivf = !
k ; rozdíl mezi nimi si uká¾eme na grafu

disperzní relace { závislosti úhlové frekvence! na vlnovém èíslek.

k

!

k?

! ?

� ! ?

� k?

'

tg ' = ! ?

k ? = v?
f



? � k?

� ! ?



tg 
 = � ! ?

� k ? = v?
g

?

obr. 27: Velikost fázové a grupové rychlosti z disperzní relace! na k

Graf 27a zobrazuje jistou disperzní relaci. Zvolme si konkrétní elektromagnetic-
kou vlnu a oznaème si ji hvìzdièkou?. Na¹e vlna má úhlovou frekvenci! ? a vlnové
èíslok?. Z pravoúhlého trojúhelníku na obrázku 27a urèíme velikostfázové rychlosti
hvìzdièkové vlny. Je rovna tangentì úhlu, který svírá èervená pøímka procházející
bodem? a poèátkem s vodorovnou osou;v?

f = ! ?

k? = tan ' (' jako f ázová).
Velikost grupové rychlosti na¹í vlny z grafu disperzní relace také vyèteme. Po-

tøebujeme najít � ! a � k, vg = � !
� k . Pøi odvozování elektrické intenzity slo¾ené vlny

jsme si � k oznaèili malinký þkousíèek" vlnového èísla u hodnotyk. Do grafu 27
zakreslíme � k? na vodorovnou osu, pøesnou délku si zvolíme, tøeba 1 cm. Na svislé
ose najdeme pøíslu¹nou vzdálenost �! ?.

Na vedlej¹ím obrázku vidíme zvìt¹ené okolí bodu? s vyznaèenými vzdálenostmi
� k? a � ! ?. V pravoúhlém trojúhelníku s odvìsnami � k? a � ! ? a teèkovanou pøe-
ponou platí tg 
 = � ! ?

� k? . Kdybychom zmen¹ovali � k?, zmen¹ovala by se i �! ? a tedy
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i celý trojúhelníèek s vrcholem?. Jeho teèkovaná pøepona by se více a více pøibli-
¾ovala ¾luté teènì grafu v bodì? a úhel 
 by stále lépe odpovídal sklonu køivky
v bodì ? (
 jako grupová).

vf

vg

obr. 28: Pro pøedstavuvf a vg

Shrnuto: Je-li dán graf disperzní relace (závislost
! na k), jsme z nìj schopni urèit velikosti obou rych-
lostí libovolné elektromagnetické vlny. Velikosti fá-
zové rychlostivf odpovídá úhel' pøi poèátku a veli-
kosti grupové rychlostivg sklon grafu v daném bodì,
úhel 
 . Ka¾dý ze vztahù (30)vf = !

k a (31) vg = � !
� k

urèuje nìco jiného.
Pøedstavte si, ¾e þsedíte" na obálce vlny, která se

s vámi pohybuje doprava ¾lutou rychlostí. Èervená vlna, která je obálkou omezená,
se pohybuje rychleji ne¾ vy,vf > v g. Èervené kopeèky a údolí pod vámi ubíhají, jako
by je nìkdo doprava tahal. V pøípadì rovnostivf a vg je èervená køivka se ¾lutou
svázaná a vy sedíte stále nad tím samým èerveným kopeèkem. Nyní si uká¾eme dvì
disperzní relace a urèíme si velikosti rychlostívf a vg.

Pøíklad první

Na obrázku 29 vidíme lineární závislost úhlové frekvence! na vlnovém èíslek. Gru-
pová rychlost má v ka¾dém bodì grafu stejnou velikost, proto¾e v¹em bodùm pøímky

k

!


 = ' ) vg = vf

'




obr. 29: vf a vg v ne-
disperzním prostøedí

odpovídá stejný sklon. Fázová rychlost je také v¹ude stejná,
nebo» spojnice libovolného bodu grafu a poèátku svírá s vo-
dorovnou osou stále tentý¾ úhel' . Dokonce platí, ¾e úhel'
odpovídá sklonu pøímky, a tedy platívg = vf .

Pøipomeneme si obecný vztah mezi! a k ! = c
n k.

Jestli¾e je grafem pøímka procházející poèátkem, jde o pøí-
mou úmìru a zlomek c

n je konstantní. Rychlost svìtla je ne-
mìnná, a tak i n musí být stále stejné. V tomto pøípadì
index lomu n nezávisí na vlnové délce (na vlnovém èísle)
elektromagnetické vlny { v¹echny vlny se prostøedím ¹íøí
stejnou rychlostí, nedochází k disperzi. Obrázek 29 zobra-

zuje disperzní relaci prostøedí, které není disperzní { mohli bychom hovoøit o relaci
þnedisperzní".

Tato nedisperzní relace odpovídá tøeba vakuu, kden = 1, ! = ck a vg = vf = c.
V jiných nedisperzních prostøedích by úhel' byl men¹í ne¾ u vakua (pøímka by tolik
nestoupala). Obì rychlosti vf a vg by i zde mìly shodné velikosti, ale byly by men¹í
ne¾c.
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Pøíklad druhý

Graf na obrázku 30 znázoròuje disperzní relaci, se kterou seje¹tì setkáme. Pro malá
vlnová èísla je úhel' témìø �

2 , potom tan ' a tedy i velikost fázové rychlosti nabývá

k

!

'

 �

obr. 30: vf a vg v plazmatu

libovolnì vysokých hodnot (pøevy¹ujícíchc). Zvìt¹ujeme-
li k, úhel ' postupnì klesá a¾ k úhlu� (pro obrovskák se
' rovná � ). Velikost fázové rychlosti vf tedy s rostoucím
k klesá, od libovolnì vysokých hodnot k tan� .

Grupová rychlost je pro malák blízká nule, proto¾e
køivka vede témìø vodorovnì. Zvìt¹ujeme-li vlnové èíslo,
køivka roste, je strmìj¹í a strmìj¹í. Pro obrovská k má nej-
vìt¹í sklon odpovídající úhlu � . Velikost grupové rychlosti
vg s rostoucímk roste, pohybuje se v intervalu (0; tan � ).

Z pøedpokladu teorie relativity plyne, ¾e velikost grupovérychlosti (odpovídající
¹íøení informace) nemù¾e pøesáhnout velikost rychlosti svìtla c. Velikost fázové rych-
losti hodnotouc omezená není, proto¾e s ní není spojen pøenos informace.

4.8 Vektor fázové rychlosti

Fyzikální velièina rychlost je vektorová velièina { má svoji velikost , ale i smìr .
Jdete-li rychlostí 5 km/h do kina je to jiné, ne¾ kdy¾ jdete rychlostí 5 km/h k zubaøi,
pokud ov¹em zubaø neordinuje v kinosále.

U¾ jsme se setkali se tøemi rychlostmi (úhlovou, fázovou a grupovou) a o vek-
torech je¹tì nebyla kloudná øeè. Pokud jde o úhlovou rychlost u rovnomìrného po-
hybu po kru¾nici z první èásti, není se èemu divit. Úhlová rychlost zde není vek-
torová velièina ale skalární, jde o úhel' dìlený èasemt (vztah (4)). Fázová i gru-
pová rychlost u¾ vektorové velièiny jsou. Jejich velikostijsme si podrobnì popsali

o

x

z

~vf

~vf = ( vfx ; 0; vfz )

vfx

vfz

obr. 31: Vektor ~vf

v pøedchozí kapitole, smìry pøi¹ly na øadu nyní.
Uva¾ujeme-li rovinnou vlnu procházející izotropním

prostøedím (kde jsou v¹echny smìry rovnocené) je výhodné
zvolit souøadné osy tak, aby se vlna ¹íøíla podél jedné
z nich (my jsme ji znaèilix). Mù¾eme se pak omezit pouze
na tento jeden smìr a pro rychlost vystaèíme s èíslem, vek-
tor není potøeba.

Popisujeme-li ¹íøení vln v anizotropním prostøedí, je
vhodné souøadné osy svázat s prostøedím a nikoli s vlnou.
Mìjme rovinnou vlnu ¹íøící válcovì symetrickým prostøe-
dím, obr. 31. Osu symetrie prostøedío ztoto¾níme s osou
z. Válcovì symetrické prostøedí jinou význaènou osu nemá, zbylé osy u¾ pøizpù-
sobíme vlnì. Osux zvolíme tak, aby se vlna ¹íøila pouze v rovinìxz. Osa y pak
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na obrázku 29 vede kolmo do papíru (osy tvoøí pravotoèivou soustavu souøadnic,
viz strana 10). Chceme-li nyní popsat fázovou rychlost vlny, která se ¹íøí v rovinì
xz rùznobì¾nì s osamix i z, musíme pou¾ít vektor~vf = ( vfx ; 0; vfz ). V obecném
pøípadì pak~vf = ( vfx ; vfy ; vfz ).

4.9 Vlnový vektor

Informace o tom, ¾e se vlna ne¹íøí pouze podél osyx, musí být ukryta v rovnici
vlny. Vlna z obrázku 31 se pohybuje v rovinìxz a prùbìh velikosti jejího vektoru
elektrické intenzity ~E popisuje rovnicej ~Ej = j ~EA j sin(!t � (kxx + kzz)). Oproti vlnì
¹íøící se podél osyx s rovnicíE = EA sin(!t � kx), pøipadá na¹í vlnì vlnový vektor
~k = ( kx ; 0; kz). Kdyby se vlna z obrázku 31 ne¹íøila jen v rovinìxz, rovnice vlny
by je¹tì mìla èlen kyy a vlnový vektor by mìl tvar ~k = ( kx ; ky; kz). Vedle fázové
rychlosti ~vf musí být i ~k vektorová velièina.

a)

2�
6;28:::

2�

x

z
~vf

b)

kx

kz

~k

4

3

obr. 32: Vektory ~vf a ~k

Hodnoty kx ; ky a kz si objasníme na ob-
rázku 32. Na 32a je zakreslena rovinná vlna
vlnoplochami a vektorem fázové rychlosti.
Vidíme, ¾e na osux se do vzdálenosti 2� m
(pøibli¾nì tedy do 6,28 m) vejdou tøi vlno-
plochy a tedy tøi vlnové délky na¹í vlny,
kx = 3 m � 1. Do stejné vzdálenosti na ose
z se vejdou ètyøi vlnoplochy,kz = 4 m � 1.
Do smìru osy y se vlna vùbec ne¹íøí, a tak
ky = 0 m � 1.

Obrázek 32b zobrazuje vlnový vektor~k = (3 ; 0; 4). Z obrázkù vidíme, ¾e smìr
vlnového vektoru~k je stejný jako smìr fázové rychlosti~vf a také, ¾e jsou oba vektory
kolmé na vlnoplochy vlny. Velikost vektoru~k je rovna jeho délce, v na¹em pøípadì
pro ~k = (3 ; 0; 4) je j~kj =

p
32 + 0 2 + 4 2 m� 1 =

p
9 + 16 m� 1 = 5 m � 1.

Je-li fázová rychlost elektromagnetické vlny dána vektorem ~vf = ( vfx ; vfy ; vfz ),
pøíslu¹í jí také vlnový vektor~k = ( kx ; ky; kz). Oba vektory urèují v prostoru stejný
smìr, který je kolmý k vlnoplochám vlny.

Vektorový tvar rovnice (30) vf = !
k zapí¹eme pomocí velikostí vektorù~vf a ~k

j~vf j =
!

j~kj
: (32)

Pozor! Podobné vztahy pro jednotlivé slo¾ky vektorù~vf a ~k neplatí, neboli
vfx 6= !

kx
, vfy 6= !

ky
a vfz 6= !

kz
. Odùvodnìní je snadné, proto¾e víme, ¾e vektor

fázové rychlosti~vf smìøuje stejnì jako vlnový vektor~k. Je-li napøíkladx-ová slo¾ka
vlnového vektoru~k = ( kx ; ky; kz) ze v¹ech tøí slo¾ek nejvìt¹í, musí být nejvìt¹í ix-ová
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slo¾ka fázové rychlosti~vf = ( vfx ; vfy ; vfz ). Kdybychom u¾ili (vý¹e zmínìné) ¹patné
rovnice, díky podílu by nejvìt¹í slo¾ka vlnového vektoru odpovídala nejmen¹í slo¾ce
fázové rychlosti a naopak (! je stále stejná).

Správné vztahy pro jednotlivé slo¾ky~vf si uvádíme pouze pro úplnost

vfx =
!k x

jkj2
; vfy =

!k y

jkj2
; vfz =

!k z

jkj2
: (33)

4.10 De�nice vektoru grupové rychlosti

V kapitole 4.6 jsme si odvodili vztah pro velikost grupové rychlosti vg = � !
� k vlny,

která se ¹íøí izotropním prostøedím podél osyx s vlnovým èíslemk a úhlovou frek-
vencí ! .

Je-li vlna dána vlnovým vektorem~k = ( kx ; ky; kz), její grupová rychlost bude
také vektorová velièina~vg = ( vgx; vgy; vgz), pro kterou platí následující vztahy

vgx =
� !
� kx

; vgy =
� !
� ky

; vgz =
� !
� kz

: (34)

Abychom si umìli vektor grupové rychlosti pøedstavit, budeme opìt potøebovat
grafy disperzních relací. Tentokrát ov¹em bude tøeba závislost úhlové frekvence!
na vlnovém vektoru~k.

4.11 Grupová rychlost v nedisperzním izotropním prostøedí

a)

k

! b) !

kykx

!

kx
ky

obr. 33: Disperzní relace nedisperzní
izotropní roviny xy

V jednorozmìrném prostøedí se vlny mohou ¹í-
øit pouze podél jedné pøímky, oznaème jix.
Uva¾ujeme-li prostøedí nedisperzní, v¹em vl-
nám (frekvencím) pøipadá jediná hodnota fá-
zové rychlosti vf . Se závislostí! na k tohoto
prostøedí jsme se setkali v prvním pøíkladì v ka-
pitole 4.7. Jde o pøímku procházející poèátkem,
obr. 33a.

Ná¹ prostor nyní roz¹íøíme na izotropní ro-
vinu xy { v¹echny smìry z této roviny bude po-
pisovat tatá¾ pøímka z obrázku 33a. Disperzní
relace pro jednotlivé smìry dohromady vytvoøí ku¾elovou plochu nad rovinou xy
s vrcholem v poèátku, obr. 33b. Tato plocha je disperzní relací (grafem závislosti
úhlové frekvence! na vlnovém vektoru~k) roviny xy. Jde o funkci dvou promìnných,
tzn. musíte zadat dvì vstupní hodnoty kx a ky , abyste získali výsledek! .
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Vrátíme se k pùvodní vlnì, která se ¹íøí pouze ve smìru osyx, ale stále budeme
uva¾ovat celou rovinuxy (vektory budou mít dvì slo¾ky;x-ovou ay-ovou). Vlnový
vektor ~k smìøuje podélx, ~k = ( kx ; 0), kx > 0. Jeho velikost jej~kj =

p
k2

x + 0 2 = kx .

a) !

ky

kx

!

~k=( k x ;0)

b)

kx

!

!

'


 x


 x = '
vgx = j~vf j = vfx

obr. 34: x-ová slo¾ka grupové rychlosti

Z grafu 34a odeèteme úhlovou frek-
venci na¹í vlny ! a dle rovnice (32)j~vf j =
!
j~kj

urèíme velikost vektoru fázové rych-
losti. Fázová rychlost má stejný smìr jako
vlnový vektor, mù¾eme ji tedy zapsat ve
tvaru ~vf = ( vfx ; 0) = ( j~vf j; 0).

Slo¾ky vektoru grupové rychlosti~vg

jsou dány rovnicemi (34) vgx = � !
� kx

a
vgy = � !

� ky
. Zlomek � !

� kx
udává sklon funkce

! v závislosti na kx v bodì oznaèeném
puntíkem. Ku¾el øízneme modrou rovi-
nou, která prochází puntíkem a je kolmá
na osuy. Kolmost je nutná proto, aby ky

bylo v celé modré rovinì konstantní (v na¹em pøípadìky = 0) a my mìli závislost
pouzena kx . V modré rovinì vidíme potøebnou závislost úhlové frekvence ! na vl-
novém èíslekx . Je to pøímka z 33a, ze které jsme vytvoøili celý ku¾el. Slo¾ka vektoru
grupové rychlostivgx je dána sklonem modré polopøímky v puntíkovém bodì. Ten je
ov¹em stejný jako úhel' , který udává x-ovou slo¾ku vektoru fázové rychlosti. Tedy
platí vgx = vfx = j~vf j.

a) !

ky

kx

!

~k

b)

k ky

!

!


 y = 0
vgy = 0

obr. 35: y-ová slo¾ka grupové rychlosti

Zbývá urèit hodnotu vgy, neboli
sklon grafu závislosti úhlové frek-
vence ! na vlnovém èísleky. Teï
ku¾el øízneme zelenou rovinou, která
prochází na¹ím puntíkovým bodem a
je kolmá na osux. Získáme tak graf
závislosti úhlové frekvence! pouze
na vlnovém èísleky; kx je zde v¹ude
stejné. Zelenou køivku (èást hyper-
boly) vidíme na obrázku 35b. Puntík
je v jejím minimu (v dolíku). Sklon
køivky v minimu je nulový (teèna
vede vodorovnì) a tedyvgy =0= vfy .

Do¹li jsme k závìru, ¾e vektor grupové rychlosti~vg libovolné vlny v nedisperzním
izotropním prostøedí je shodný s jejím vektorem fázové rychlosti ~vf , vgx = vfx a
vgy = vfy , tudí¾~vg = ~vf . Velikost obou vektorù je pak dána jedinou hodnotou
indexu lomu n celého prostøedíj~vgj = j~vf j = c

n (rovnice (23)).
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4.12 Smìr vektoru grupové rychlosti

souøadnic Vztahy pro výpoèet jednotlivých slo¾ek vektoru grupové rychlosti jsme
si uvedli v kapitole 4.10. Poèítat ani odvozovat pomocí nichu¾ nebudeme. Dále
budeme potøebovat pouze smìr vektoru~vg, který udává, kudy se informace nesená
vlnou ¹íøí. Bez odvozování si teï uká¾eme, jak smìr~vg urèit.

a) !

ky

kx

!

b) kx

ky

~k

smìr
~vg

obr. 36: Smìry grupové rychlosti

Vyjdeme z disperzní relace
dvourozmìrného prostøedí, ro-
viny xy, kde ka¾dé vlnì s vlno-
vým vektorem~k = ( kx ; ky) je pøi-
øazena její úhlová frekvence! (s
tímto typem grafu jsme se setkali
v pøedchozí kapitole. Graf funkce
vytváøí plochu nad rovinouxy.
Na obrázku 36a disperzní relaci
tvoøí þzboku se¹lápnutá miska".

Omezíme se pouze na vlny
o jediné úhlové frekvenci! { plo-
chu øízneme èernou rovinou rov-
nobì¾nou sxy ve vý¹ce námi zvolené! , øez je na obr. 36b. Èerná køivka odpovídá
koncovým bodùm vlnových vektorù~k patøící vlnám o jediné! .

Smìr grupové rychlosti vlny je dán kolmicí k teènì grafu. V¹evidíme na obrázku
36b. Zvolíme si~k, ¹edì je vyznaèena teèna grafu a ¾lutì její kolmice. Vektor~vg vlny
s vlnovým vektorem~k smìøuje jako ¾lutá ¹ipka. Pozor, jeho velikost ¹ipka u¾ neur-

a)

~vf

b)

~vf

~vg

obr. 37: Odli¹né smìry vektorù ~vg a ~vf

èuje, získali jsme pouze smìr.
Na obrázku 36b je zobrazeno nìkolik dal-

¹ích vlnových vektorù se svými smìry~vg. Jeli-
ko¾ vektor fázové rychlosti vlny smìøuje v¾dy
jako ~k (kapitola 4.9), smìry rychlostí ~vf a ~vg

pøipadající jedné vlnì se mohou li¹it. V na¹em
pøípadì platí~vg k ~vf jen, kdy¾~vf (resp.~k) míøí
podél x nebo y. V ostatních pøípadech ka¾dá
z rychlostí ~vf a ~vg smìøuje jinam.

Na obrázku 37a je zobrazena vlna pomocí vlnoploch. Vlnoplochy se prostorem
pohybují rychlostí popsanou èerveným vektorem6, který odpovídá fázové rychlosti
vlny. Pokud vlnou po¹leme informaci, vytvoøíme jakési balíèky (kapitola 4.6). Tyto
balíèky (37b ¾lutì) se mohou pohybovat jiným smìrem, ne¾ se uvnitø nich pohybují
vlnoplochy.

6Smìøujícím v¾dy kolmo na vlnoplochy.

31



Smìry ~vg a ~vf v izotropním prostøedí

V izotropním prostøedí platí, ¾e velikost fázové rychlostivlny nezávisí na jejím smìru.
Kdy¾ jsou vektory~vf pro jednu úhlovou frekvenci! do v¹ech smìrù stejnì dlouhé,

ky

kx

~k
~vf

~vg

obr. 38: Smìry ~vg v izotrop-
ním prostøedí

pak i v¹echny vlnové vektory mají stejnou velikost, rov-
nice (32) j~kj = !

j~vf j . Disperzní relací pro konstantní!
(analogickou k èernému øezu v pøedchozí kapitole) je tedy
v¾dy kru¾nice s polomìremj~kj. Kdekoli si ke kru¾nici vy-
tvoøíme teènu a k ní kolmici, v¾dy bude rovnobì¾ná s pøí-
slu¹ným vlnovým vektorem ~k a tedy i s vektorem fázové
rychlosti ~vf , obr. 38.

V izotropním prostøedí je vektor grupové rychlosti~vg

v¾dy rovnobì¾ný s vektorem fázové rychlosti~vf .
Celá disperzní relace izotropní rovinyxy musí být plo-

cha, která má v¹echny vodorovné øezy kru¾nice (ku¾el,
nese¹lápnutá miska, otoèený zvonek bez srdce). Takové
plochy vzniknou otáèením nìjaké køivky okolo svislé osy
z. Pùvodní køivka popisuje jeden smìr z rovinyxy, ale díky izotropii odpovídá v¹em
smìrùm z xy. V kapitole 4.11 jsme z jedné polopøímky vytvoøili celý ku¾el.

Smìry ~vg a ~vf v anizotropním prostøedí

ky

kx

~k

~vf

~vg

obr. 39: Smìry ~vg v anizotropním
prostøedí

V anizotropním prostøedí velikost fázové rychlosti
elektromagnetické vlny závisí na jejím smìru. Kdy¾
jsou vektory ~vf patøící vlnám s jedinou! rùznì
dlouhé, pak jsou rùznì dlouhé i jejich vlnové vek-
tory ~k dané rovnicí (32)j~kj = !

j~vf j .
Jedna z mo¾ných disperzních relací pro nemìn-

nou ! je na obrázku 39. Vytvoøíme-li ke køivce ¹edé
teèny a k nim ¾luté kolmice, je jasnì vidìt, ¾e exis-
tují smìry, kde vektory rychlostí ~vf a ~vg míøí od-
li¹nì.

V anizotropním prostøedí vektor grupové rych-
losti ~vg obecnì není rovnobì¾ný s vektorem fázové
rychlosti ~vf . Informace nesená vlnou se pak ¹íøí jiným smìrem v prostoru,ne¾ jakým
se pohybují vlnoplochy.
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